L3 — Probabilités (Année 2023/2024) Alexandre Marthe & Anne Gagneux

TD 11 — Chaines de Markov (récurrence/transience) (corrigé)

Exercice 1. Suite de 1

1. Let (U,,n € Ny) be a sequence of independent Bernoulli random variables with parameter p €
(0,1). Let p; , be the probability to get a sequence of consecutive 1 with length at least 1 in the
sequence Uy, ..., Uy. Get a closed formula for p; , using the formalism of Markov chains.

U= We consider the Markov chain X = (Xy,n € N) defined by Xop =0 and X141 = (X + 1>1U,,+1:1/Xn<1 +11x,—; for n € N. As soon as we observe
a sequence of consecutive 1 with length /, then the process X is constant equal to [. In particular, we have p;, = P(X, =1) = P"(0,1), where P is
the transition matrix of the Markov chain X. The transition matrix is given by P(x,0) =1—p and P(x,x+1) = p for x € {0,...,]1 —=1},P(l,]) =1

and all the other entries of P are 0.

Exercice 2. Récurrence et Transience
Sur I'ensemble S = {0,1,...,n} on considere la chaine de Markov de matrice de transition P donnée
pour 0 < x <n—1 par

psiy=x+1
Px,y)=¢ 1—psiy=0
0 sinon

l’état n étant absorbant (i.e. P(n,x) = 1sin = x et 0 sinon), et avec 0 < p < 1.

1. Dessiner le graphe associé a cette chaine de Markov. Quels sont les états récurrents et les états

transients de cette chaine?

I On a deux classe d'équivalence (deux sous-chaines irréductibles) dans cette chaine. La premiére contient les états {0,1,...,1n — 1} et
I'autre I'état n. L'état n est irréductible, car P{T, < o|Xy = n} = 1. Les autres états sont soit tous irréductibles soit tous transients (car
ils sont dans la méme composante fortement connexe du graphe). Etudions I'état # — 1. On a

P{T, 1 <oo|Xo=n—1} <P{X; =0|Xo=n—1}

:17;7
<1

Les états 0 a n — 1 sont donc transients.

2. Soit S = {1,...,6}, compléter la matrice suivante pour qu’elle soit matrice de transition d’une

chaine de Markov
1/2 0 0 0

. 0

2/3 0 0 0 0

0 0 . 0o 7/8 0

1/4 1/4 0 . 1/4 1/

0 0 3/4 0 . 0
o 1/5 0 1/5 1/5

et déterminer quels sont ses états transitoires et récurrents.

=
/2 1/2 0 0 0 0
/3 2/3 0 0 0 0
M- |0 0 18 0 7/8 0
=l1/4 174 0 o0 1/4 1/a
0 0 3/4 0 1/4 0

0 1/5 0 1/5 1/5 2/5

Dessiner le graphe de la chaine de Markov. On voit qu'il y a deux composantes fortement connexes fermées (avec aucune arréte sortante) :
C; = {1,2} et C; = {3,5}. L'ensemble {4,6} est aussi fortement connexe mais n'est pas fermé. Si on regroupe ces composantes connexes
et qu'on dessine I'arbre associé, I'ensemble {4,6} est la racine de I'arbre, et les noeuds C; et C, sont ses fils et sont des feuilles de I'arbre.
Comme le graphe est fini, on sait (voir exercice PropUtiles) que les états dans les feuilles sont récurrents et les autres sont transitoires.
Montrons le dans ce cas la.

Comme I'état C; est fermé, la chaine de Markov (X,,) d'état initial 1 ou 2 et de matrice de transition M est la méme que la chaine de

A . A . - 1/2 1/2 ) Vs N . .

Markov de méme état initial et de matrice de transition <1§3 2;3>, sur I'ensemble d'états {1,2}. Cette chaine est irréductible et a un
nombre fini d'états, donc ses états sont récurrents. On montre de méme que les états de C, sont récurrents.

Montrons maintenant que I'état 4 n’est pas récurrent (comme il communique avec 6, cela montrera aussi que 6 est transitoire). Comme 6 est
le seul état atteignable en un coup depuis 4 qui peut ensuite permettre de revenir en 4, on a P {T, < oo|Xy =4} < P{X; =6[Xy =4} < 1.

Donc 4 et 6 sont transitoires.



3. Montrer que la chaine de Markov précédente contient deux ensembles fermés (i.e. aucun état en
dehors de I'ensemble n’est accessible depuis un état dans 1’ensemble) irréductibles non vides Cq
et Cy. Calculer, pour i € {1,2}, la probabilité

P {X, € C; a partir d'un certain temps|Xy = 6} .

I Ona déja défini a la question précédents deux ensembles non vides C; et C, fermés et irréductibles. Calculons la probabilité que
X, € Cy a partir d'un certain temps, en partant de 6. Comme C; est fermé, une suite qui entre dans C; n’en ressortira plus. De méme, une
telle suite ne peux pas rentrer dans C, (sinon elle n’en sortirait plus pour aller dans C;). Donc une telle suite oscille entre 4 et 6 puis fini par
rentrer dans Cy. On partitionne ces suites en fonction de I'instant k du dernier passage en 6 (un tel instant existe car on part de 6). Aprés
ce dernier passage en 6, la suite ira soit directement en 2, soit en 4 puis en 1 ou 2. On obtient

P{X, € C; a partir d'un certain temps|Xy = 6} = ZP{Xk =6}-(1/5+1/5-1/4+1/5-1/4)
k

=3/10~ZP{Xk=6}.
k

De méme, en inversant les roles de C; et C; on a
P{X, € C; a partir d'un certain temps|Xg =6} = ) "P{X; =6}-(1/5+1/5-1/4)
k

=5/20-) P{Xy =6}.
k

Pour finir le caleul, il faut calculer Y P {Xj = 6}. On peut éviter un calcul direct en remarquant que P {X,, € C; a partir d'un certain temps|Xy = 6} +
P {X, € C; a partir d'un certain temps|Xy = 6} = 1. En effet, on sait qu’une suite qui rentre dans C; ou C; n'en ressort jamais. On a donc

trois possibilités, la suite rentre dans C;, ou bien elle rentre dans Cy, ou bien elle reste tout le temps dans {4,6}. Mais si X,, € {4,6} pour

tout 7, alors Ny ou Ny est infini (nombre de passage en 4 ou 6). Or comme 4 et 6 sont transitoire, on sait qu'un tel événement arrive avec
probabilité 0. Dol la remarque.

On peut maintenant calculer y; P{X; = 6}. Comme Y, P {X; =6} (3/10+5/20) =1, on obtient } ; P {X; = 6} =20/11 puis

P {X, € C; a partir d'un certain temps|Xo = 6} = 6/11
P{X, € C; a partir d'un certain temps|Xy = 6} =5/11.

Exercice 3. Chaines de Markov ?
Soit (X;),en une chaine de Markov associée a une matrice de transition P sur un ensemble d’états S.

1. Soit r € N. Est-ce que (Xy4x)nen est une chaine de Markov ?

2. Est-ce que (X2,),en est une chaine de Markov ?

3. On suppose S C Z. Est-ce que (2X;, + 1),en est une chaine de Markov ? Et (| X;,/10]),en?
4. Est-ce que (Xy, Xj14+1)nen est une chaine de Markov ?
5

. On suppose les états de S numérotés S = {S1,5;,... }. On définit S’ = {T15,S3,54,...} (on a
remplacé les deux premiers états de S par un nouvel état T1;). On définit V), = X, si X, €
S\ {51,52} et Y;, = Ty, sinon (on a fusionné les deux premiers états de la chaine). Est-ce une
chaine de Markov ?

En cas de réponse positive, on précisera quelle est la matrice de transition (et on donnera une preuve
que c’est bien une chaine de Markov). En cas de réponses négative, on donnera un contre-exemple.

IS Pour montrer qu'une suite de variables Y, est une chaine de Markov, il faut montrer qu'elle n'a pas de mémoire (dans les cas positifs ci dessus,
il suffit d'écrire les choses et tout marche bien). Plus bas, on donne seulement les matrices de transitions ou les contre-exemples.

1. Oui, méme matrice P
2. Oui, matrice P?

3. Oui pour le premier. x — 2x + 1 est une injection. On note S’ I'image de S par cette injection. La matrice de transition de (2X,, + 1),en
est toujours P, une fois qu'on a appliqué la bijection sur les états.
Non pour le deuxiéme. Par exemple, on considére une marche sur Z qui a chaque fois se déplace de 1 sur la droite avec probabilité 1 (i.e.
P(x,x+1) = 1). Alors P{|10X, ] = 2|[10X,_1] = 1N [10X,,»] =0} = 0 # P {[10X,,| = 2|[10X,,—1| = 1}. L'intuition est que comme
|10X,, | augmente de 1 tous les 10 coups, alors les 10 coups précédents peuvent apporter de I'information (et pas juste le précédent).

4. Oui. Si on note Q la matrice de transition on a Q(, ) = 0sixj, # xjp et Q = Py, . sinon. On peut dessiner

i ip ¥y ¥y i i 1 ) i

cette matrice pour S = {0,1} par exemple, elle est de la forme

P(),g P(]/l 0 0
0 0 Pl/() P1,1

Pop  Pop 0 0
0 0 Pio  Pia



1

0 0

5. Non, contre-exemple : la chaine définie sur {1,2,3} par 1) (i.e. un cycle de taille 3). Si on fusionne les états 1 et 2 ce n'est
0
plus une chaine de Markov. On a P{Y, =3|Y; = Tjp et Yy = le =1#

—P{Y, =3|Y; = Ty et Yo = 3}.

Exercice 4. Marche aléatoire sur Z non biaisée
Soit { Xy} des variables aléatoires discrétes indépendantes et identiquement distribuées. Chaque Xj
prend la valeur 1 avec probabilité 1/2 et —1 avec probabilité 1/2. On définit alors une marche aléatoire
dans R par S, = }}_; Xi. On s’intéresse a la probabilité d’un retour a l’origine (en un temps fini).

1. S’il y a eu un retour a l'origine au temps m, que peut-on dire de m? Montrer qu'un retour a
I'origine au temps 27 arrive avec une probabilité u,, = (‘7‘711 )22,
= Déja, on ne peut revenir a |'origine que si le temps m est pair.

Ensuite, on revient a I'origine au temps 21 si on a fait n pas a gauche parmi les 2n pas. Cela donne bien uy, = (2””)2’2".

2. On définit de méme la probabilité f,, qu'un premier retour a I'origine se fasse au temps 2n. Mon-
trer que pour n > 0 les probabilités { fo,} et {uy} vérifient la relation uy, = fouo, + fouzn—2 +
-+ fantip (on pose ug =1 et fo = 0).

= On a pour tout n >0 :

Uoy = P{SZV,ZO}:P{ U 52,,:OQSZk:OﬂSi#OpOUI’i<2k}

0<k<n
= P{S, =0NS; #0 pouri<2n}

+ Z Son =0NSy =0NS; #0 pour i < 2k (par indépendance)
k=1
n—1
= Uofon+ Z Un(u—rk) fok (par indépendance + décalage)

= Uofu + uafou-a + ... A tu_afo+ follo.

3. On définit les fonctions génératrices :

U(x 2 Upmx™ et F(x Z fomx™

m=0

Déduire de la question précédente une relation simple entre U(x) et F(x).
" Ona U(x) =1+ U(x) - F(x).
Attention : la formule de la question précédente n'est pas vraie pour n = 0.
4. Montrer que U(x) = \/11? En déduire que F(x) =1 — /1 —x.

+o0 _
Indication : on rappelle que (1+x)* =1+ ) aa—1).. . (a—k+1) x,

|
= k!
I Ona:
1 wol-l oy (-1 —k+1)
_ 1-4x) V2 =14 273 2 4y )k
V- dx (1-4x) kzo i (=4x)
- =13 1 Kk 22K =2k
= 1+27kk| 2X71+k§ klk!le(;J(k)x

On en déduit par changement de variable que

St - =

k=0

Ainsi :

2

()
(2m —1)22m"
Indication : considérer F'.

5. Montrer que fo, =



IZ" OnaF(x)= —— =
*) 2V/1—x 2
Lo U (m—-1) 2m—2 m (an)
Ainsi, m - fo, = 5 = (2=l = mﬂ% d’ou la formule annoncée.

6. Définissons wy, la probabilité qu'un retour a l’origine se fasse au plus tard au temps n. Notre but
est de savoir sil’on va revenir en un temps fini, c’est-a-dire déterminer w, = limy,_ w;. Montrer
que w, = F(1). Conclure.

I Onaw, = Z,EZZJ far = ws = F(1) = 1. On retourne presque siirement a |'origine en un temps fini.
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